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Resumen
Las co´nicas constituyen uno de los conjuntos de curvas ma´s importantes de la
Geometr´ıa y que ma´s se utilizan en distintas ramas de la Ciencia y la Ingenier´ıa.
Tradicionalmente, el estudio de las co´nicas en el bachillerato es un estudio de tipo
anal´ıtico, destinado a obtener sus ecuaciones en un determinado sistema de referen-
cia, partiendo de unas definiciones y deducir de ellas sus propiedades. Este enfoque
pra´ctico, no permite vislumbrar la belleza que esconden estas curvas al estudiar sus
propiedades por me´todos puramente geome´tricos; de hecho, ni siquiera sirve para
justificar el nombre de co´nicas ni permite saber de do´nde han salido esas defini-
ciones. En este trabajo se hace una presentacio´n de las co´nicas desde un punto de
vista totalmente geome´trico. Se muestran cada una de estas curvas como intersec-
cio´n de un plano con un cono de revolucio´n y, posteriormente, se demuestran sus
propiedades utilizando las demostraciones basadas en las esferas de Dandelin
1. Esferas de Dandel´ın
Como observacio´n preliminar no´tese que para un punto 0 (Figura 1) que esta´ fuera de la
esfera δ, las rectas que pasan por 0 y son tangentes a δ son las generatrices de un cono
circular recto K, cuyo ve´rtice es 0. No´tese tambie´n que los puntos de tangencia T forman
una circunferenciaC en un plano perpendicular al eje a del cono, y que la longitud d(0,T)
es la misma para todos los puntos T de C .
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Para dos esferas δ1 y δ2 (figura 1) tangentes a K en las circunferencias C1 y C2 una
generatriz de K toca a C1 y C2 en los puntos T1 y T2 respectivamente. La parte del cono
que esta´ entre dos planos paralelos que lo cortan recibe el nombre de tronco. La distancia
d(T1, T2) es la misma para todas las generatrices de K, ya sea que las esferas δ1 y δ2
este´n en la misma rama del cono K, (Figura 1(a)) o no (Figura 1(b)). Se denotara´ a esta
distancia constante mediante el s´ımbolo 2a. Entonces 2a es la altura inclinada del tronco
del cono K cuyas bases esta´n acotadas por C1 y C2. Sea ahora K (Figura 1) un cono
circular recto con ve´rtice en V y cuyas generatrices forman un a´ngulo α, con el eje a del
cono K. Sea P un plano
0 < mR(α) <
π
2
construido en tal forma que corte al eje y corte so´lo una rama n1 del cono, formando una
curva cerrada como se muestra a continuacio´n. Sea ε la curva formada por la interseccio´n
de P y K. Se demostrara´ por comparacio´n directa que ε es una elipse.
Sea δ1 (figura 1) una esfera muy pequen˜a cuya circunferencia de contacto C1 este´ del
mismo lado de P que el ve´rtice de K, y sea δ2, una gran esfera cuya circunferencia de
contacto C2 este´ en el lado opuesto de P. Imag´ınese ahora que δ1 se expande y δ2 se
contrae hasta que tocan a P en los puntos F1 y F2, respectivamente. En esta posicio´n
final las esferas δ1 y δ2 reciben el nombre de esferas de Dandelin.
Supo´ngase que δ1 y δ2 son esferas de Dandelin y (como se muestra en la Figura 1) sean
P1 y P2 los planos determinados por C1 y C2. Sean P1 y P2 las intersecciones de D1 y
D2, con P respectivamente.
Para cada punto U de ε, sean A y B los puntos en que la generatriz de K que pasa por
U intersecta a C1 y C2 respectivamente. Puesto que las rectas UF1 y UA son tangentes
a δ1, y las rectas UF2 y UB son tangentes a δ2 se tiene:
d(U, F1) = d(UA)
o sea:
d(U, F2) = d(U, B)
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Sumando se obtiene:
d(U, F1) + d(U, F2) = d(U, A) + d(U, B) = d(A,B)
esto se puede describir en la forma:
d(U, F1) + d(U, F2) = 2a (1)
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donde 2a = d(A,B) es la altura inclinada del tronco del cono K, cuyas bases esta´n
acotadas por C1 y C2. Adema´s para cualquier punto R de P dentro de ε se tiene:
d(R,F1) + d(R,F2) < 2a
y para cualquier punto S de P fuera de ε se tiene:
d(s, F1) + d(S, F2) > 2a
como se ve en las figuras 1(a) y 1(b). Por lo tanto ε es el: lugar geome´trico de todos los
puntos de P que satisfacen la Ecuacio´n (1). Entonces por definicio´n ε es una elipse con
focos F1 y F2. La relacio´n expresada por la Ecuacio´n (1) da una interpretacio´n geome´trica
de la constante 2a que aparece en la definicio´n de una elipse; a saber, 2a es la altura
inclinada del tronco. Sea el punto C en la Figura 1 la base de la perpendicular al plano
P1 que pasa por U, y sea D la base de la perpendicular a la recta D1 que pasa por C .
Puesto que UC es perpendicular al plano P1, es paralela al eje. Entonces el a´ngulo entre
UC y UA es igual a α, que es el a´ngulo entre el eje y el cono. Por lo tanto en el tria´ngulo
AUC se tiene:
cosα =
d(U, C)
d(U, A)
o bien, como d(U, A) = d(U, F1)
cosα =
d(U, C)
d(U, C)
Sea β el a´ngulo que forma P con el eje. Del tria´ngulo UDC se tiene:
cos β =
d(U, C)
d(U, D)
o bien como d(U, D) = d(U,D1)
cosβ =
d(U, C)
d(U,D1)
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Por lo tanto:
d(U, F1)
d(U,D1)
=
d(U, F1)
d(U, C)
d(U,D1)
d(U, C)
=
1
cosα
1
cosβ
=
cos β
cosα
Segu´n esto se tiene
d(U, F1) = e[d(U,D1)]
Donde e, definida por
e =
cos β
cosα
tiene el mismo valor para los puntos U da ε. Esto quiere decir que D1 la directriz de
la elipse ε asociada con el foco F1, y e es la excentricidad de ε. Un argumento similar
muestra que D2 es la directriz asociada al foco F2.
0 < mR(α) < mR(β) <
π
2
Puesto que
0 < cosβ < cosα < 1
Por lo tanto
0 <
cos β
cosα
< 1
Es decir
0 < e < 1
En la Figura 1 conside´rese que el cono K permanece fijo pero que el planoP gira hacia una
posicio´n horizontal, de modo que mR(β) se acerque a
π
2
(tomando como eje de rotacio´n a
la recta horizontal enP que intersecta al eje a del cono). ¿Resulta evidente que a medida
que las esferas δ1 y δ2 y los planos P1 y P2 se ajustan apropiadamente, las directrices
D1 yD2 se alejan indefinidamente, y que los focos F1 y F2 se acercan a un punto comu´n?
En la posicio´n l´ımiteP es paralela aP1 yP2, y ε se convierte en una circunferencia. La
circunferencia no tiene directrices. Puesto que ahora mR(β) y cos
π
2
, para la circunferencia
se tiene:
e =
0
cosα
= 0
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En la otra direccio´n conside´rese que mR(β) se acerca a mR(α), toma´ndose el mismo eje
de rotacio´n. Entonces δ2 se aleja cada vez ma´s. En la posicio´n l´ımite δ2 desaparece F2 y
D2 desaparecen tambie´n. Ahora P es paralelo a la generatriz de K, y la interseccio´n de
P y el cono es una para´bola. Puesto que ahora mR(β) = mR(α), y cosβ = cosα, para la
para´bola se tiene:
e =
cos β
cosα
= 1
A medida que P gira au´n ma´s, con 0 < mR(β) < mR(α), P intersecta a la otra rama
N2, el cono K, y un argumento ana´logo al anterior para el caso de la elipse muestra que
la interseccio´n de P con K es una hipe´rbola.
Puesto que ahora 0 < mR(β) < mR(α) < π
2
y 0 < cosα < cos β < 1, para la hipe´rbola se
tiene
e =
cos β
cosα
> 1
Como ejercicio se recomienda trazar y discutir figuras ana´logas a la Figura 1 para la cir-
cunferencia, para´bola e hipe´rbola. Pueden considerarse tambie´n figuras correspondientes
a varias secciones co´nicas degeneradas; en particular para el caso de dos rectas paralelas
se puede mantener a δ1 fijo y permitir que el ve´rtice K se aleje indefinidamente.
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